BO GIAO DUC VA PAO TAO  KI THI CHON HQC SINH GIOI QUOC GIA
LOP 12 THPT NAM 2009
DE THI CHINH THUC )
Mon: TOAN
Thoi gian: 180 phut (khdng ké thoi gian giao dé)
Ngay thi: 25/02/2009

Céu 1 (4 diém). Giai hé phuong trinh sau:

1 1 2
+ =
Ji+2x2 J1+2y 1+ 2x
\/x(1—2x) +\/y(1—2y) :g'

Céu 2 (5 diém). Cho diy s thuc (x,) xac dinh boi

1 \ \/x§—1+4xn—l+xn— /o .
Xx=— va x = vO1 moin > 2.
2
<!

Véi mbi s6 nguyén duong n, dit y, = z — -
i=1 4

Chtng minh rang diy s6 (y,) c6 gidi han hitu han khi n — co. Hay tim gi6i han do.
Céu 3 (5 diém). Trong mit phang, cho hai diém cd dinh 4, B (4 # B). Xét mot diém C
di dong trong mat phang sao cho ACB =« , trong 46 a 1a mot goc cho trude
(0° < & <180"). Budng tron tam 7 ndi tiép tam giac ABC tiép xtic v6i cac canh AB, BC
va CA tuong ung tai D, E va F. Cac duong thang A7 va BI 1an lugt cit duong thang EF
tai M va N. Chung minh rang:

1/ Boan théng MN c6 d6 dai khong ddi;

2/ Pudng tron ngoai tiép tam giac DMN ludn di qua mot diém cb dinh.
Céu 4 (3 diém). Cho ba s6 thyc a, b, ¢ thda mén diéu kién: voi mdi sd nguyén duong
n, a" +b" +c" 1a mot sé nguyén. Chimg minh ring ton tai cac sd nguyén p, g, r sao
cho a, b, ¢ 13 3 nghiém cua phuong trinh x° + px* + gx + r = 0.
Cau 5 (3 diém). Cho sb nguyén duong n. Ki hiéu T 1a tap hop g@;m 2n s6 nguyén
duong dau tién. Hé1 c6 tat ca bao nhi€u tap con S cua 7 c6 tinh chat: trong S khong
ton tai cac s6 a, b ma |a — ble {1; n} ?
(Luu y: Tap rong duoc coi 14 tip con c6 tinh chéat néu trén).
--------------------------------------------------- 5§ )

o Thi sinh khong dwoc s dung tai liéu.
o Giam thi khong duoc giai thich gi thém.



BO GIAO DUC VA PAO TAO Ki THI CHON HQC SINH GIOI QUOC GIA
LOP 12 THPT NAM 2009

PAP AN PE THI CHINH THUC
Moén: TOAN

Ciu 1. Piéu kién xac dinh cta hé phuong trinh: 0 <x, y < % (*)
Nhén xét: V6i diéu kién (*), ta co
1 N 1 < 2 .
Jre2x®  J142y2 J1+2xp
Déu “ =" xday ra khi va chi khi x = y.

Chitng minh: Theo bat dang thirc Bu-nhia-cop-xki, ta co

2
! + ! <2 ! >+ ! 3 (D)
J1+2x® 1+2y? 1+2x* 142y

Déu“Z”xéyra & \/1+2x2 =\/1+2y2 < x=y (dox,y>0).
Tiép theo, ta co

2
12+ 12_ 2 _ 2(yx)(2;cy 1)2S0(do(*))
1+2x 1+2y 1+2xy  (1+2xp)A+2x7)(1+2y7)
Suy ra: ! >+ 1 > < 2 (2)
1+2x 1+2y 14+2xy
Déu“=”xéyra©x=’y.v .
Tur (1) va (2), ta duge bat dang thirc can chirng minh.
Dau"="xayra < dongthoixayradau"="6(1)va(2Q) < x=y.
Tur Nhan xét suy ra h¢ phuong trinh da cho tuong duong véi h¢ phuong trinh
9-73
X = X = =
d 2 & g 36
Jx(1-2x) + y(1-2y) = < 9+ /73
9 X=y=—"—
36
Vay, hé phuong trinh da cho c6 tat ca 2 nghiém 1a hai cip s (x ; y) vira néu trén. |

Chu y: Co thé ching minh rang véi x, y € [0; 1/2], phuong trinh thir nhit cta hé tuong duong véi
phuong trinh x = y, bang cach khao sat ham s £ duéi day trén doan [0; 1/2]:

1 1 2
fx) = . - ,
J1e2x® J1+2)7 1420

trong d6 y dugc coi 1a mot diém cb dinh thudc doan [0; 1/2].

Cau 2. Tt dinh nghia ddy (x,) d& thdy x,>0 Vn> 1. (1)
Viéet lai h¢ thirc xac dinh day (x,) dudi dang:

2

2x, —x, =4 x _,t4x , Vn=2
Trdésuyra: x, , =x’ —x,x,_, Vn>2.
Dan téi: iz = L1 vn>2 (dox,#0 Vn>2, theo (*)). (2)
xn xn—l xn

Vi thé, vdimoin>2,ta cd



X

n

Tu (2) va (1) dé dang suy ra (L] la mot day giam, bi chan dudi béi 0. Do do, (L] la day hdi tu va
X

n

tr (2) ta dugc limL =0.Suyra(y,)ladayhdituva limy, = 6. [
X

n

Cau 3. 1/ Xét tam giac AFM, ta co:
AMF = 180" —(@+E4A7)=90°—(E/E+E4A7)=90°—(Ec\1+E41\7)

:900_[&4]:2:@.
2 2 2
Laico: NIM = AIB (déi dinh).

Suy ra: AIMN ~ AIBA. *)

Vi thé, ha IH | MN, ta duoc:

MN IH IH

—_—= —=sinE-F\I=sing.
BA ID IF 2

Do d6: MN = BA.sin% = const. A P D B

2/ D& thay cac diém F va D dbi xtng voi nhau qua duong thing AM. Két hop diéu nay véi (*), ta
duoe: IMD = IBD . Do do, tit gide IMBD 14 tir giac ndi tiép.
Suy ra BMA = 90°, hay tam gidc BMA vudng tai M. Vi thé, goi P 1a trung diém cua 4B, ta c6
BPM =2BAM = BAC.
Do cac diém E va D doi xing véi nhau qua duong thang BN nén véi luu y to1 (*) ta dugce:

MND = 2INM = 2I4B = BAC .
Vi thé, ta co ﬁ/l = m Suy ra, bdn diém M, N, D, P cung nam trén mot duong tron. Piéu d6
ching t6 dudng tron ngoai tiép ADMN luén di qua diém cb dinh P - trung diém cta doan thang AB.

Ciu 4. Vi mdi s6 nguyén duong n, dit 7, = a" + b" + ¢". Theo gia thiét, T, € Z Vn>1.
Ta s& chimg minh cac s6 p=—(a+b+ ¢), g=ab+bc+ca va r=—abc théaman diéu kién cta bai toan.
That vay, theo dinh li Vi-et ddo, cac s0 a, b, ¢ 1a 3 nghiém cia phuong trinh
X Hpttgx+r=0.
Hon ntta, dop=—Tynén p € Z. Tiép theo, ta s& chimg minh ¢, r € Z.
D¢ thay, ta c6 cac bi€u dién dudi day cua 7, qua p, g, r :

Ii=-p
I,=p'-2q (1)
Ty =-p’+3pg-3r (2)
7:1+3 :_an+2_q7:1+l_rTn Vn 2 1. (3)
Do T, peZnéntx(l)suyra 2qg € Z. 4
Tur (2) suy ra 2pTs=—-2p" + 6p°q — 6pr.
Tir do, v6i luu ¥ t6i (4), d& dang suy ra 6pr € Z. (5)
O (3),chon=1taduoc: Ty=—pTi—qTh—rTi = p'—4p°q +4pr+ 24>
Suy ra 3T, =3p* — 12p%q + 12pr + 64°.

Tir d6, voi luu ¥ t6i (4) va (5), suy ra 6¢° € Z. Két hop véi (4), ta duoc ¢ € Z.



Vi thé, tir (2) suy ra 37 € Z. Do d6 r phai c6 dang: r = ?, melZ. (6)
Mat khéc, tir (3) ta co: #T, € Z Vn>1.Kéthop véi (6), ta duoc mT,=0(mod 3) Vn>1. (7
- Néu ton tai n sao cho (7, , 3) =1 thi tir (7) suy ram = 0(mod 3). Vithé r € Z.
- Xét truong hop 7, = 0(mod 3) Vn > 1.Khi d6, do p=T;=0(mod 3) va T3=0(mod 3) nén tir (2) dé
dang suyra r € Z.
Bai toan dugc chirg minh. ]
Chu y: C6 thé chimg minh 64” € Z bang cach sir dung (1), (2) va hé thirc

2¢°=-T,+ T, + 4T,

Cau 5. V&1 moi n e N*, ki hi€u d, 1a s can tim theo yéu cau cua dé bai.
b v

Xét bang 6 vudng kich thudc 2 x n. Dién vao cac 6 vudng con

cua bang, 1an luot tir trén xubng dudi, tir trai qua phai, cac so tir 1 1 ) a1l »
deén 2n. (Xem Hinh 1). | 0| T e

Goi 6 thtr n ciia hang 1 va 6 thir 1 cua hang 2 1a hai 6 dac biét.

Khi d6, hai s6 @, b « T thoa man |a— b| € {1; n} khi va chi khi |T1] 7F2 | e -1 2n
chiing nam & hai 6 ké nhau hodc ¢ 2 6 dic biét. Hink I

Vi thé, d, chinh bang s6 cach chon mot sd 6 cua bang (ké ca s6 6 duoc chon bang 0) ma & mdi cach
khong co hai 6 ké nhau hodc hai 6 dic biét dugc chon.

Véi mbi n eN*, ki hiéu:

+ k, 12 6 cach chon ma & mdi cach khong ¢6 hai 6 ké nhau duoc chon; (*)

+ s, 12 86 cach chon ma trong cac 6 duoc chon & mdi céch c6 2 6 dic biét va khong ¢ hai 6 ké nhau.

Taco: d, = k, — s,

e Trudc hét, ta tinh k.

Dé théy, tat ca cac cach chon 6 thoa man diéu kién (*) bao gém:

+ k,_ cach chon ma & mdi cach khong c6 6 nao thudc cot thir 1 ciia bang dugc chon;

+ 2t,_ cach chon ma & mdi cach déu c6 6 thudc cot thir 1 ciia bang dugc chon ;

trong d0, 1, 1a s6 cach chon 6 thoa man diéu kién (*) tir bang khuyét

don 2 xn.( Xem Hinh 2. ||

Doddé k,= k,_1+2¢t,_1. (1) S

Lai ¢, tat ca cgic cach chon 6 thoa man diéu kién (*) tr bang khuyét

don 2 x n bao gom: . ’ Hinh 2

+ k,_1 cach chonma & m6~i cach 6 danh déq "x" khQng duogc chon;

+ t,_1 cach chon ma ¢ moi cach 6 danh dau "x" déu dugc chon.

Vi thé: ty = Kp_1t t,_1.

Tedova(l)suyra: k,= k, 1+2(ky, 2tt, 2) =2k, 1+k, 2 Vn>3. ()

Bing cach dém truc tiép, ta co: ki =3 va ky=7. (3)

Hé thtre truy hdi (1) c6 phuong trinh dic trung: x> —2x—1=0.

Suyra: k=G (1+42) +C,(1-+2)  wnz1. (4)
1++2 1-+2

Duya vao (3), ta tim dugc: C, = 2\/7 va C,= 2f .

(1 N \/§)n+l + (1 B \/E)nﬂ

2
) Tiép theo, ta tinh s,,.

Viy k, = (%)



D& thdy, s =0, s, =53 =1 va v6in >4 ta co: A1 ]
Sn = hn -2

trong d6 £, 1a sd cach chon 6 thoa man diéu kién (*) tir bang khuyét

kép 2 x n. (Xem Hinh 3). Hinh 3

Dos;=1,dat h; = 1. Bé‘mg cach dém truc tiép, taco h,=4.

Xétn > 3.

D@ thay, tat ca cac cach chon 6 théa mén diéu kién (*) tir bang khuyét kép 2 x n bao gom:
+ ky 2 cach chon ma ¢ mdi cach ca 2 6 4 va B déu khong duoc chon;

+ 2t,_, cach chon ma & mf)i cach c6 ding mot trong 2 6 A, B dugc chon;

+ h, > cach chon ma & moi cach ca 2 6 4 va B cung dugc chon.

Dodd h,= k, »+2t,_2+h,_» = k,_1+h,_». Yn>3. (6)
T (2) va(6)suyra 2h,—k, = 2h,_2 — ky_2 Vn>3.
Dan t6i 2k, —k,=(-1)" Vn>1.

, k, ,+ (=)
Vithe s, =h ,= — Vn>3.
2k, —k,_,+ (=)'
eViy di=3,d,=6 va d = 5 Vn>3,
trong do k, dugc xac dinh theo (5). (]




